DS n°4 : décompositions en éléments simples, intégration et primitives
(1h30)

Exercice 1 — Calculer les intégrales et primitives suivantes.

1 1
1. A :/ (z° — 2z + 4)du. 5. £ :/ e** cos(z)dx.
0 -1
2%2 + 7 2 —x
3 + 322 ! x+2
. = | =Z——— dz. 7. G = —dz.
3. C) / x2—1dx /0 2 —2r 2
w/4 e2 1
4. D :/0 sin(z) cos® (z)da. 8. H:/e TInz)
Correction de [’exercice 1 —
1 1 L | 13
1. A= |-z — 2=’ +4z| =-—2=-4+4=—".
Lﬁ 57 + 40 1 5 + 1

2. Le dénominateur est une identité remarquable : 2? + 42 + 4 = (x + 2)%. On écrit

222 4+ 7 (227 + 8z +8) — (8z + 1) 5 8r + 1

22 +4r+4 (z +2)2 T (2 +2)?
De plus,
8z+1 8(x+2)—15 8 15
(z+2)2 (z4+2)?2  z+2 (v+2)?2

On en déduit que

8 15 15
B(z) = 2 — dr =2z — 81 2) — .
(@) /( x+2+(x+2)2> =2z —8ln(w +2) r+2

3. On effectue une division euclidienne de z*® + 32% par 2> — 1. Cela nous donne

224322 = (2 4+ 3)(2* — 1) + (v + 3).

Donc,
2% + 322 +3_i_x—i-3
— ==z .
2 —1 2 —1

Puisque 2* — 1 = (z + 1)(x — 1), on effectue la décomposition en éléments simples

x+3_ a n b
22—1 41 -1




On détermine a et b avec la maniére classique :

_-1+3 2
“ T O1T 4T
143 4
p o= 102y
1+1 2
Donc,
3 + 322 -1 2
22—1 r+1 -1

On en déduit que

C(z) = %xQ +3z —In(1+2z)+2In(z —1).

. On réécrit
sin®() cos®(z) = sin*(x)(1 — sin®(z)) cos(z).

On effectue le changement de variables « y = sin(x) » dans l'intégrale. Alors, dy = cos(z)dz
et

V2
o4 6
D= / 1 —y?)dy = / (y" —y")dy.
1
On en déduit que
V2
P i R el R L1
L5 7], 255 277 5 T 202 56v2 5T

. Puisque cos(x) = Re(e), e** cos(x) = Re(e** ") et

1 1 1 4 .
E=Re|——e*™| =Re|—(*T"—e27")).
241 1 241

Par la formule d’Euler, e*** —e 2% = ¢?(2cos(1)). Donc,

1 2 4
E =2e*cos(1)Re ( ) =2¢’ cos(l)g =3 e? cos(1).

241

. On effectue une premiére intégration par parties :

W(z)=e* wv@)=2*-x+1
u(x) =—e* V(x) =22 — 1.

Donc,

Flo) = [~ —a+1)e ] — /(2x C 1) (= e ")



Par une deuxiéme intégration par parties :

on obtient

Finalement,
Flz)=—("—z+1)e " —(2z—1)e " —2e7") =e "(—2” + 3z).

. On écrit 2° — 22 + 2 sous forme canonique : 7* — 2z + 2 = (z — 1)*> + 1. On effectue le

changement de variables « y = x — 1 » dans l'intégrale. Alors,

1) 2 0 3 1 /% 2 S |
G = / y—l— )+ dy = v+ 2dy:—/ dey—l—?)/ 5dy.
y+1 1 1+y 2/ ,1+y 1 1+y

On en déduit que

In2 In2
[In(1 + y2)}21 + 3 Jarctan(y)]”, = —DT — 3arctan(—1) = S

G =

l\:JIn—l

1
. On effectue le changement de variables « y = In(x) ». Alors, dy = —dz, In(e) = 1 et
x

In(e?) = 2. Donc,
1
H :/ —dy = In(2).
1 Y



