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Protocole
1. Adimensionnement : introduction de dimensions caractéristiques liées aux différentes gran-

deurs du problème et changement d’échelle pour ne faire apparaître qu’un seul paramètre
ε = D/L ≪ 1 et obtenir des équations en fonction des grandeurs adimensionnées avec une
dépendance explicite en ε.

2. Analyse asymptotique : on choisit de négliger certains termes dans les équations et les condi-
tions de bord en fonction de leur dépendance en ε.

3. Moyennisation : intégration des équations asymptotiques sur la hauteur respective des fluides.
On obtient un système d’équations sur les grandeurs moyennes, décrivant donc un écoulement
diphasique en deux dimensions.

4. Fermeture des équations : l’intégration des équations fait apparaître des termes de bord, que
l’on exprime en fonction des grandeurs moyennes à l’aide des conditions au bord et à l’interface.

5. Limite ε → 0 et identification du modèle 2D obtenu.

Objectifs
Dérivation d’un modèle moyenné par réduction de dimension : en s’inspirant de dérivations

formelles existantes [4] [8], on met en place une stratégie de réduction de dimension pour
un écoulement compressible barotrope stratifié avec conditions de type Navier à l’interface.
On espère ainsi retrouver formellement des modèles moyennés classiques de la littérature,
comme celui proposé dans [1]. En effectuant un deuxième passage à la limite, on peut dériver
un modèle à partir d’un écoulement avec conditions de Dirichlet à l’interface.

Convergence de Navier-Stokes vers un modèle limite : la procédure précédente avec condi-
tions de Dirichlet à l’interface fournit un modèle moyenné en 2D avec une vitesse et une
pression pour le mélange, qui est strictement hyperbolique. On cherche à montrer que les
solutions au problème de Navier-Stokes convergent fortement vers les solutions du système
moyenné grâce à une stratégie d’entropie relative [6, 7, 9].
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FIGURE 1 – Configuration de l’écoulement.

On considère un écoulement barotrope en couche mince : ε = D/L ≪ 1, pk = pk(ρk) pour k = 1, 2.
On suppose que l’interface est décrite par le graphe d’une fonction Dα1 indépendante de z et que
wk = O(ε) pour k = 1, 2. Chaque fluide vérifie un système de type Navier-Stokes compressible vis-
queux sur le domaine qu’il occupe. Les coefficients de viscosité et de frottement peuvent dépendre
de ε. Cela donne :

• Navier-Stokes :

∂tρk +∇ · (ρkvk) = 0, (1)
∂t(ρkvk) +∇ · (ρkvk ⊗ vk) +∇pk = ∇ · Sk(∇vk), (2)

avec
Sk(∇vk) = µk(∇vk + (∇vk)

T ) + (ηk −
2

3
µk)∇ · vk Id .

• Conditions au bord du tuyau :

vk · n|∂Ω = 0 et (Sk(∇vk)n+ κkvk)tan|∂Ω = 0. (3)

• Conditions à l’interface :

((−p1 Id+S1(∇v1))nΓ)
∣∣
z=Dα1

= ((−p2 Id+S2(∇v2))nΓ)
∣∣
z=Dα1

, (4)

(v1 · nΓ)
∣∣
z=Dα1

= (v2 · nΓ)
∣∣
z=Dα1

, (5)

((−p1 Id+S1(∇v1))nΓ + κi(v1 − v2))tan
∣∣
z=Dα1

= 0. (6)

Obtention de modèles moyennés
Notations : Pour f une fonction définie sur le domaine occupé par le fluide k, on note

• f = 1
αk

´
f(z) dz et f̂ = ρkf/ρk, • ∇hf = (∂xf, ∂yf).

Équations moyennées :

∂t(α1ρε1) +∇h · (α1ρε1 v̂
ε
1,h) =0, (7)

∂t(α2ρε2) +∇h · (α2ρε2 v̂
ε
2,h) =0, (8)

∂t(α1ρε1 v̂
ε
1,h) +∇h · (α1(ρε1 v̂

ε
1,h ⊗ v̂ε

1,h + F ε
1 )) =−κ1

ε
v̂ε
1,h−

κi

2ε
(v̂ε

1,h − v̂ε
2,h) + F ε

1 (α1)∇hα1 +R, (9)

∂t(α2ρε2 v̂
ε
2,h) +∇h · (α2(ρε2 v̂

ε
2,h ⊗ v̂ε

2,h + F ε
2 )) =−κ2

ε
v̂ε
2,h+

κi

2ε
(v̂ε

1,h − v̂ε
2,h) + F ε

2 (α1)∇hα2 +R, (10)

où R = O
(
µ+ κi

κ+ε
µ

+ ε2 κ
2+ε2

µ2

)
.

Discussion sur les coefficients µ, κ et κi : pour que les termes d’erreur tendent vers 0 et que
les termes sources de nos équations ne dépendent pas de ε à la limite, on impose

∀k = 1, 2, µk = µ̃kε
τ , 0 < τ ⩽ 2, κk = κ̃kε

ξ, ξ > 1 et κi = κ̃iε.

Discussion sur les pressions : à la limite, les flux effectifs sont égaux aux pressions, et les
pressions sont indistinguables. On se retrouve avec un modèle à une pression.
Modèle final :

∂t(α1ρ1) +∇h · (α1ρ1 v̂1,h) = 0, (11)
∂t(α2ρ2) +∇h · (α2ρ2 v̂2,h) = 0, (12)

∂t(α1ρ1v̂1,h) +∇h · (α1ρ1v̂1,h ⊗ v̂1,h + α1p1)− pi∇hα1 = − κ̃i

2
(v̂1,h − v̂2,h), (13)

∂t(α2ρ2v̂2,h) +∇h · (α2ρ2v̂2,h ⊗ v̂2,h + α2p2)− pi∇hα2 =
κ̃i

2
(v̂1,h − v̂2,h), (14)

α1 + α2 = 1, (15)
pi := p1 = p1(ρ1) = p2(ρ2) = p2, . (16)

Commentaires sur le modèle (11)-(16) :

• Ce modèle est la version isentropique du modèle diphasique standard proposé dans [3] et [5],
dit à deux vitesses et une pression. Il est non-hyperbolique, mais on peut le stabiliser à l’aide de
termes supplémentaires, voir par exemple [2].

• À la limite κ̃i → +∞, on rejoint le cas où les conditions à l’interface sont de type Dirichlet. On
obtient alors un modèle à une pression et une vitesse qui est strictement hyperbolique.

Convergence dans le cas Dirichlet
Notations : Si (s1, s2) ∈ R2

+ et f = p, κ,S, on note f(s1, s2) =
s1
s
f1(s1)+

s2
s
f2(s2). On note ρε = ρε1+ρε2

et r = r1 + r2.

Modèle microscopique

En notant ∇ε = (∇h,
1
ε
∂z), on étudie le système (1)-(4) avec conditions de Dirichlet à l’inter-

face, posé sur Ω = T× (0, 1) :

∂tρ
ε
1 +∇ε · (ρε1vε) = 0, (17)

∂tρ
ε
2 +∇ε · (ρε2vε) = 0, (18)

∂t(ρ
εvε) +∇ε · (ρεvε ⊗ vε) +∇εp(ρ

ε
1, ρ

ε
2) = ∇ε · S(ρε1, ρε2,∇εv

ε), (19)
(S(ρε1, ρε2,∇εv

ε)n+ κ(ρε1, ρ
ε
2)v

ε)tan|∂Ω = 0, vε · n|∂Ω = 0. (20)

Le système (17)-(20) admet des solutions faibles globales qui vérifient l’inégalité d’énergie

∀t ∈ R+,

ˆ
Ω

(
1

2
ρε|vε|2 +H(ρε1, ρ

ε
2)

)
(t) dx+

ˆ t

0

ˆ
Ω

S(ρε1, ρε2,∇εv
ε) : ∇εv

ε(τ) dx dτ

+

ˆ t

0

ˆ
∂Ω

κ(ρε1, ρ
ε
2)|vε|2(τ) dσ dτ ⩽

ˆ
Ω

(
1

2
ρε|vε|2 +H(ρε1, ρ

ε
2)

)
(0) dx,

où H(ρε1, ρ
ε
2) est une fonction satisfaisant

(ρε1, ρ
ε
2) · ∇H(ρε1, ρ

ε
2)−H(ρε1, ρ

ε
2) = p(ρε1, ρ

ε
2).

Modèle limite

On considère la réécriture de (11)-(16) dans le cas de conditions de Dirichlet à l’interface.

∂tr1 +∇h · (r1u) = 0, (21)
∂tr2 +∇h · (r2u) = 0, (22)

∂t(ru) +∇h · (ru⊗ u) +∇hp(r1, r2) = 0, (23)
p(r1, r2) := p1(r1) = p2(r2). (24)

Le système (21)-(24) admet des solutions fortes locales qui vérifient l’équation d’énergie

∀t ∈ (0, T ),

ˆ
T

(
1

2
r|u|2 +H(r1, r2)

)
(t) dx =

ˆ
T

(
1

2
r|u|2 +H(r1, r2)

)
(0) dx.

Convergence des solutions

On introduit la fonctionnelle d’entropie relative

E(ρε1, ρε2,vε | r1, r2,U) =

ˆ
Ω

[
1

2
ρε|vε −U|2 + E(ρε1, ρ

ε
2, r1, r2)

]
dx (25)

avec

E(ρε1, ρ
ε
2, r1, r2) = H(ρε1, ρ

ε
2)−H(r1, r2)− (ρε1 − r1, ρ

ε
2 − r2) · ∇H(r1, r2) et U = (u, 0).

Cette fonctionnelle joue le rôle d’une distance entre les solutions faibles de (17)-(20) et les
solutions fortes de (21)-(24).

Il existe C > 0 tel que pour toute solution faible de (17)-(20) et toute solution forte de
(21)-(24),

∀t ∈ (0, T ), E(ρε1, ρε2,vε | r1, r2,U)(t) ⩽ CE(ρε1, ρε2,vε | r1, r2,U)(0). (26)


