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Projet de thése Protocole
Motivations : Les écoulements multiphasiques compressibles interviennent 1. Hypothéses sur ’écoulement de départ : ¢ = D/L < 1, wy, = O(e) pour k = 1,2. L’écoulement est barotrope : py = px(px) pour

dans plusieurs champs de l'industrie. On retrouve de tels écoulements
dans les chambres de combustion de lanceurs spatiaux ou encore dans les
circuits de refroidissement de réacteurs nucléaires.

e Besoins : Modéles d’écoulements macroscopiques pour décrire ces dif-
férentes situations.

e Apports de la thése : Les modéles existants ont des termes sources
qui sont déterminés empiriquement. Dans cette these, on cherche a 4. Moyennisation
obtenir une stratégie de dérivation de modéles ou les termes sources

découlent plutot de considérations mathématiques.
Objectifs : Cette thése comprend différents aspects.

1. Dérivation de modéles

k =1,2. Les coefficients u, k et k; peuvent dépendre de €.

2. Adimensionnement : introduction de dimensions caractéristiques liées aux différentes grandeurs du probléme (e.g. U pour la vitesse
u) et rescaling des équations et des conditions de bord grace a la régle de la chaine pour obtenir des équations en fonction des grandeurs
adimensionnées (e.g. & = u/U). En particulier, on rend explicite la dépendance des différents termes en e.

3. Analyse asymptotique : on néglige certains termes qui deviennent trés petits quand ¢ — 0.

: intégration des équations asymptotiques sur la hauteur respective des fluides. On obtient un systéme d’équations
sur les grandeurs moyennes, décrivant donc un écoulement diphasique en une dimension.

5. Fermeture des équations
grandeurs moyennes a l'aide des conditions au bord et a 'interface.

: on étudie des limites asymptotiques des 6. Limite ¢ — 0 et identification du modéle 1D obtenu.

: I'intégration des équations a fait apparaitre des termes de bord, que l'on exprime en fonction des

équations de Navier-Stokes compressibles afin de dériver des modéles
d’écoulements macroscopiques. La stratégie de dérivation sera déter-
minée en fonction de la situation.

Exemples de limites asymptotiques : réduction de dimension [SW84,
GPO01], homogénéisation [BBL22], moyenne statistique [DP99, TH11|.

En particulier, dans le cas d’écoulements diphasiques, on cherchera a
justifier le modele de Baer-Nunziato [BN86| :

Oy + 00,00 = 0,(p1 — p2),
O(a1pr) + Ox(arprug) = 0,
at(alplul) + ax(amlu% + 0411?1) — POy Ou (g — ul)a (1)
Or(rap2) + O (a2pous) 0,
Op(apatin) + Op(apatiy + ops) — pideca = O, (uy — us).

Ce modéle fait intervenir les fractions volumiques « ainsi que les
moyennes des densités p, des vitesses horizontales u et des pressions
p des fluides. Les termes d’interface et les termes sources (en violet)
doivent étre exprimés en fonction de ces variables.

2. Analyse des modéles obtenus : conditions d’existence et d’unicité
de solutions, régularité des solutions. Montrer que les solutions des
modeéles limites sont bien obtenues en prenant la limite d’'une suite de
solutions des équations de Navier-Stokes compressibles.

3. Approximation numérique des modéles : construire des approxi-
mations de fagon a conserver les propriétés des modeéles obtenus (y
compris leur comportement asymptotique). Les méthodes numériques
utilisées devront étre capable d’approximer les termes de relaxation

Equations adimensionnées : pour k =1, 2,

Equations moyennées : notons, pour f:Q, - R, f= — =
a

Fermeture des termes de bord :

Adimensionnement et obtention d’'un modéle moyenné

vy + ui 0y = Wy, (11)

Oy, + Ou(piuz) + 0= (prwi) =0, (12)

Ou i) + Ou(ph (i) + pi) + O (piuiuf) = pudewti + 55 000, (13)
005, = 0w + O(g%). (14)

B T

f(z)dz et f = @ Posons Fj, = p, — pup0yug. On a
k hi_1 Pk

atal + ufaxal :wi€7

(15)
O + Ou(aupius) =0, (16)
(17)
(18)

8t061 +
dans les modeéles limites, ce qui peut étre ardu car ces termes sont

fortement non-linéaires.
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Modéle microscopique d’écoulement stratifié

On souhaite retrouver (1) pour un écoulement diphasique stratifié par réduction
de dimension, c’est-a-dire en intégrant les équations de Navier-Stokes relatives
a chaque fluide sur leur hauteur respective.

Ay (ap3) + O (apgus) =0, 17
o~ 2 — K e2k? 4 ¢t
O ) + Ol (T + FE) = "i(0) + S 0Lui(en) + Filandhan +0 (S22, 18
=% =2t | e F2 e H2 5 .2 e R+ et
O (aapsus) + Or(an(psus + F5)) :—?u2(1) — gazug(al) + F5(p)0pan + O T ) (19)
(ovapn)us + (o i) 5 Qg -z T e =z (ﬂf +e2  p )
Oy =192 (T L9 B — FE — 2p0005) + O + R, 20
Ly + Qiafiy ! Qafby 041M2< ! fGath 2 HaOs) Kq (20)
81 7%) + Dul(n i) =0, 1)
Or(2p3) + O (cap3u3) =0, (22)
— S Kl ~ Ki ~ ~ _ Kk +er;  e2r? 4+t
O(cupiui) + Ou(ar(piui + FY)) :_?ui_Q_g(ui —u5) + Fi(a1)0z00 + O | p+ 7 + 112 ) (23)
PN 2 — Ko ~ Ki, ~ ~ Kk +ek;  e2r® 4+ et
Oi(aap5us) + Ou(aa(pus + F)) :—fu§+2—€(u§ —u3) + F5(o1)da0 + O (M + p + 2 ) : (24)
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Longueur caractéristique L > D

nr

Phase 2 ~— uy = (ug, wo) Das = D(1 — ay)

u; = (u, w;)

Phase 1 tp I' | Doy

/) u; = (ul,wl)

FIGURE 1 — Configuration de ’écoulement. Source : [GS11].
Pour k = 1,2 et t € Ry, on note Qi (t) = {(x,2) | hi—1(t,2) < 2z < hi(t,z)}
avec ho(t,z) = 0, hy(t,x) = ay(t,x) et ho(t,z) = D les domaines occupés par
les fluides au temps t.

Equations et conditions de bord :

e Tenseur des contraintes dans () :

Modéle final :
or = (—pr — pdiv(ug)) Id 4 ((V Ru) +H(V® uk)) ) (2)

Equations de Navier-Stokes dans () :

Opr + div(prug) = 0,
8t(pkuk) + div(pkuk X ug — Uk) =0, (4)

Conditions au bord du tuyau :

{ (Klul - ,ulazul)|z:0 = O? et { ('%2u2 + u282u2)|Z:D = 07 (5)

wl’z:O = 0’ w2’z:D - 0’

Conditions & l'interface :

= (o2nr) |z:Da1 ’ pression.

)

(u - HF)‘z:Dal = (uz- lfll“)|Z:Da1 =u; - nr,
((o1imp) - tr — /(g - tr — v - tp))
)

oonr) -tr+ Kk;(ug -tr —u; - t
((o2mr) - tr (uz - tr : Pistes de poursuite :

Cinématique de l'interface : traduit le fait qu'une particule située a I'in-
terface a l'origine reste a 'interface au cours du temps.

w;
0tozl + 'Ll,iazOél = 5 (10)
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Modéle moyenné asymptotique

Discussion sur les coefficients i, « et x; : on souhaite que les termes d’erreur tendent vers 0 quand e tend vers 0 et que les termes
sources de nos équations ne dépendent pas de € a la limite. Cela nous méne & imposer que

Discussion sur les pressions
Ff — F5 = O(p). On en déduit deux choses :

1. Le terme 6,(Ff — F5) est d’ordre 1 dans (20) mais sa limite quand ¢ — 0 est indéterminée. On ne peut pas utiliser 'équation
d’advection sur «; dans notre modéle limite.

2. Comme on a une erreur en O(u) dans nos équations de la quantité de mouvement, on ne peut pas distinguer les flux effectifs F}, des
pressions py. De plus, nos pressions sont indistinguables. On se retrouve avec un modeéle & une pression.

Commentaires sur le modéle (25)-(32) :

e Ce modele est la version isentropique du modéle diphasique standard proposé dans [DP99| et [IH11]|, dit & deux vitesses et une

e Il est non-hyperbolique, mais on peut le stabiliser a ’aide de termes supplémentaires [BDGG10]. Le modéle (1) considére quant a
lui deux pressions distinctes avec une équation de transport sur aq, et est (non-strictement) hyperbolique.

e Etude des conditions minimales de régularité nécessaires pour effectuer nos calculs de dérivation du modéle.

e Passage a la limite k; — +00 pour obtenir un modeéle a une pression et une vitesse qui est strictement hyperbolique.

Vk =1,2, e = pre", 0 <7 < 2, mk:@€£,£>1et/@i:@€.

: une analyse de notre modeéle nous donne que pj(a;) = p3(a1) + O(p), p5 = p5 + O(u) et donc

O (a1p1) + 0y (aqpr ) =0, (25)
Oi(cap2) + Oy (aapz Uz) = 0, (26)

—~ o~ _ Ri , —~
Oy(oaprty) + aac(041P1U12 + a1Dr) — piOyon = —?( 1 — U3), (27)

—~ o~ _ Ri , —~

Oy(capatiz) + 8w(a2p2u22 + a9D3) — Pi0yry = ?( 1 — Uz), (28)
a7 + Qo = 17 (29)
p_l - pl(ﬂl)? (30)
P2 = P2 02)7 (31)
pi(p1) = p2(p2) = i (32)
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